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STATIKA U RAVNI






1. Odrediti rezultantu sistema sila koji deluje u tacki O, kao Sto je pokazano na slici.
F,=10kN, F,=20kN, F;=30kN, F,=10kN.

o,=0°

o,=730°

os=135°
E o=225°

y

—

F,

Projekcija vektora sile na osu jednaka je proizvodu intenziteta vektora sile i kosinusa ugla o koji
napadna linija vektora sile zaklapa sa pozitivnim smerom ose. Znak projekcije odreden je znakom
kosinusa ugla koji vektor sile zaklapa sa pozitivnim smerom ose na koju se vrSi projektovanje.
Analiticki izrazi projekcija vektora sile na ose Dekartovog pravouglog koordinatnog sistema xOy
su:

X =Fcosa, Y =Fsina.

Ako se ugao koji vektor sile F; gradi sa osom x oznaci sa a;, ugao vektora sile F; sa a, itd, onda su
projekcije komponentnih sila datog sistema sila na ose Ox i Oy:

X, =F cosa, =F cos0’ =10-1=10kN, Y,=F sino, = Fsin0’ =0,

B

X, =F, cosa, = F, cos30° = 2073 = 104/3kN,

Y, =F, sina,=F, sin 30" = 20%=10kN,

D

X, =E cosa, =F, cos135° =F, cos(180° —45° | = —E cos45° = —30—2 = —15J2 kN,

30\/E

7=]5\/§kN,

V2

5= ~5J2kN,

D

Y, =F,sina, =F, sin225° =F, sin(180° + 45° | = —F, sin45° = —10—2= ~5\2kN.
4 =L 4 =L 4 4 2

Y, = F, sina, =F, sin135" = F sin (180" - 45 )=F, sin45° =
X, =F,cosa, = F, c0s225" = F, cos(180° +45" ) = -F, cos 45" = -10
Projekcija rezultujuéeg vektora na proizvoljno izabranu osu jednaka je algebarskom zbiru projekcija

njegovih komponentnih vektora na tu istu osu. Da bi se analitickim putem odredila rezultanta
sistema sila u ravni potrebno je odrediti projekcije rezultante na pravce osa Ox i Oy:



4
Xp =X, =X, +X, +X, + X, =10+10y/3 =152 =542 = —0.964kN,
=1
4
Y= DY =Y +Y,+ Y, +Y, =0+10 +15y2 =52 = 24.142kN.
=1

Intenzitet rezultante se odreduje primenom Pitagorine teoreme:

R =X, [ +|Ye| =+/0.964% +24.142> = 24.16kN.

Da bi rezultanta bila potpuno odredena, potrebno je odrediti i ugao koji njena napadna linija zaklapa
sa osom Ox. Ovaj ugao se odreduje primenom obrasca:

. Y, Xq Y,
sino, =——, cosOy =——, tgo,=—".
R R X

Na osnovu algebarskih znakova projekcija rezultante na ose Dekartovog pravouglog koordinatnog
sistema moZe se zakljuciti u kom kvadrantu tog sistema se nalazi rezultujuci vektor. Kako je
projekcija rezultante na pravac ose Ox sa negativnim znakom, a projekcija na pravac ose y sa
pozitivnim znakom, vektor rezultante se nalazi u drugom kvadarantu izabranog pravouglog
koordinatnog sistema. Ako se oStar ugao koji rezultanta zaklapa sa osom Ox obeleZi sa o onda je:

Y| 24042
CXg|  0.964
a odavde je:

o = arctg 25.0435 =87°42,

pa je konac¢no ugao koji rezultanta zaklapa sa pozitivnim smerom ose Ox (drugi kvadrant):
o, =180°-87°42"=92°18'.

=25.0435,

tgo




2. Odrediti veli€inu i pravac rezultante datih sila koje dejstvuju na materijalnu tacku A analitickim
putem. F;=3kN, F,=2kN, F;=4kN, F,=5kN.

A
F

30° E X

Sila F; se nalazi na osi Ox, pa je ugao a; koji vektor sile F, gradi sa osom Ox jednak nuli, sila F, se
nalazi na osi Oy pa je ugao koji vektor sile F, zaklapa sa osom Ox a,=90", ugao koji napadna linija
sile F5 zaklapa sa pozitivnim smerom ose Ox je a;=210" i ugao koji napadna linija sile F, zaklapa sa

pozitivnim smerom ose Ox je a,=300". Projekcije komponentnih sila datog sistema sila na ose Ox i
Oy su:

X, =F cosa, =F cos0” =3kN, Y,=Fsina, =Fsin0’ =0,
X, =F,cosa, =F,c0s90° =0, Y, =F sina, = Fsin90’ = 2kN,

X, = F,cosat, = F cos (180" +30° ) = -F, cos 30° =-4§ - -23kN,
Y, =Esina, =Esin (1800 + 300) =-Esin30° = —4-% = -2kN,

X, =F,cosa, =F, cos(360° -60° ) =F, cos60° =5-= =2.5kN,
4 4 4 4 4

1

2

Y, =E,sina, =F, cos(360° —60° | = —F, sin 60° = —5£ - 2.5J3kN.
4=k 4 =Ty 4 >

Algebarski zbirovi projekcija vektora datog sistema sila na ose izabranog koordinatnog sistema su:

4
Xp = DX =X, +X, + X, +X, =3.0+0-2/3+2.5=204kN,
=1

&~

Y, =3Y, =Y, +Y,+Y,+Y, =0+2-2-253 = -4 33kN.



Intenzitet vektora rezultante je:

R = | Xe|” +]Ye | =+2.04* + 4337 = 4.78kN.

Kako je projekcija rezultante na pravac ose Ox sa pozitivnim znakom, a projekcija na pravac ose Oy
sa negativnim znakom, vektor rezultante se nalazi u etvrtom kvadarantu izabranog pravouglog
koordinatnog sistema. Ako se oStar ugao koji rezultanta zaklapa sa osom Ox obeleZi sa o onda je:

|Ye| 433
g(x: == N
[Xe| 204
a odavde je:

a=arctg2.11=64°46",
pa je kona¢no ugao koji rezultanta zaklapa sa pozitivnim smerom ose Ox (Cetvrti kvadrant):
oy =360°-64°46" =295°14'".

Ay

>y

LN

OLR=295°1




3. Na plocu bez teZine dejstvuju sile Fy, F,, F;, 1 F;. Odrediti veli¢inu i pravac rezultante tih sila.
F,=10kN, F,=2.5kN, F;=2.5kN, i F,=4V2kN.

y .
F;
g
- &
F, 0
» N B "
£
I
1A
| 12m 12m T,
< 45°
F, )

Svaki sistem sila u ravni se moZe zameniti njemu ekvivalentnom silom, rezultantom. Da bi se
analitiCkim putem odredila rezultanta sistema sila u ravni potrebno je odrediti projekcije rezultante
na pravce osa Ox i1 Oy. One su jednake algebarskim zbirovima projekcija komponentnih sila.
Napadna linija sile F;, kao Sto je na slici pokazano, je u pravcu dijagonale pravougaone ploce, pa
ugao o koji ona zaklapa sa pozitivnim smerom ose Ox moZe da se odredi na osnovu pravouglog
trougla Cije su katete 12m i 9m:
— 3 3 12 . 9.0
OA =497 +12° =15, cosa, =—=0.8, sina, =——=0.6.

15 15.0
Sila F, je u pravcu ose Ox, pa je a,=0", sila F; je paralelna sa osom Ox, ali u negativnom smeru, pa
je 0;=180°, a sila F, je u drugom kvadrantu jer je usmerena tako da joj je projekcija na Ox osu
negativna, a projekcija na osu Oy pozitivna. Ugao koji sila F, zaklapa sa pozitivnim smerom ose Ox
je ou=135°.
Projekcije sila na pravce osa Ox i Oy su:
X, =Fcosa, =10-0.80 =8kN, Y, =Esina, =10-0.60 = 6kN,

X, =F,cosa, =F,cos0’ =2.5-1=25kN, Y, =F,sina, =Fsin0’ =25:0=0,
X, =F cosa, =F, cos180° =2.5:(-1)=-25kN, Y, =F;sina, =F,sin180° =2.5:0 =0,

2
X, = F, c0s135° = F, cos (180" - 45" ) = -F, cos 45° = -4&-% = —4kN,

Y, =F,sin135° = F, sin (180" - 45" ) = F, sin 45 = 4&-% = 4kN.
Projekcije rezultante na pravce osa Ox i Oy su:

4

Xq =2Xi =X, +X, + X, +X, =8+25-2.5-4=4kN,
=1

4

Y, =2Yi =Y, +Y,+Y,+Y, =6+0+0+4 =10kN,

Intenzitet rezultante datog sistema sila je:
R = X2 +Y,® = V4% +10* =10.77kN.




Projekcije rezultante na pravce osa Ox i Oy dobijene su sa pozitivnim znakom, pa se zakljucuje da
se vektor rezultante nalazi u prvom kvadrantu pravouglog Dekartovog koordinatnog sistema. Ugao
koji vektor rezultante zaklapa sa osom Ox je:

Y _10

= =—=25, = a=arctg2.5=68°11".
IR T

tgo

4. Na kruZnu plocu poluprecnika R = 4m dejstvuju tri sile u tackama A, B i C, kao §to je na slici
prikazano. Odrediti rezultantu datih sila.
F,=8kN, F,=2kN, F;=3V2kN.

yl
F,

F,

Sa slike je oCigledno da se napadne linije sila seku u jednoj tacki. Sila F; je pod uglom o,=0° u
odnosu na osu Ox, sila F, je pod uglom 0,=270°, a sila F; pod uglom 0;=225", tako da su projekcije
sila sistema na pravce osa Ox i Oy:

X, =Fcosa, =Fcos0’ =8-1=8kN, Y, =Esino, = Fsin0’ =8-0 = 0kN,

X, = Fcosa, = F,c0s270” =2-0 = 0kN, Y, = Esina, = E;sin270” = 2-(-1)=-2kN,

2
X, = Fcosa, = F,c0s225° = Fcos(180°+45° ) = —F, cos 45° = —34/2 N2 - —3kN,

2
Y, = Esinat, = Esin225° = Egsin (180°+45" ) = ~F;sin45°= ~312 -§= ~3kN.
Projekcije rezultante na pravce osa Ox i Oy su:

3

Xq =2xi =X, +X, +X, =8+0-3=5kN,
=1

3

Y, =2Yi =Y, +Y,+Y,=0-2-3=-5kN.
=1

Intenzitet rezultante je:

R = X[ +]Ye[ = V5> +5 =50 = 52 kN,

Kako je projekcija rezultante na pravac ose Ox sa pozitivnim znakom, a projekcija na pravac ose Oy
sa negativnim znakom, vektor rezultante se nalazi u cetvrtom kvadarantu Dekartovog koordinatnog
sistema. Ugao nagiba koji vektor zaklapa sa osom Ox je:



[Ye| _5
Xe| 5
a ugao vektora rezultante sa osom Ox (Cetvrti kvadrant):
o, =360° 45" =315,

=1, = a=arctgl=45",

tga=

5. Tri sile dejstvuju na tacku A. Koliku silu F4 treba dodati ovim silama da bi tacka A bila u
ravnoteZi? F,=4kN, F,=6V3 kN, F;=2kN.

y

F;

Sistem sila u ravni ¢ije se napadne linije seku u jednoj tacki bi¢e u ravnoteZi ako je rezultanta
jednaka nuli, tj. ako je vektorski zbir sila jednak nuli:
r r r r r ar
R=E+E+E+..+F = EE =0.
1=1
Analiticki uzraz za odredivanje intenziteta rezultante sistema sila u ravni sa zajedni¢kom napadnom
tatkom glasi:

R=4X2+Y2.

Intenzitet rezultante bice jednak nuli samo ako su istovremeno ispunjeni uslovi:

Xy =§xi =0, Y, =§Yi =0.
=1 =1

Ove jednacine predstavljaju analiticke uslove ravnoteZe sistema sila u ravni Cije se napadne linije
seku u jednoj tacki. Sistem sila u ravni ¢ije se napadne linije seku u jednoj tacki je u ravnoteZi ako
su algebarski zbirovi projekcija svih sila tog sistema na svaku od osa izabranog koordinatnog
sistema istovremeno jednaki nuli. Shodno tome, datom sistemu, koga ¢ine sile F; pod uglom
(11=300, sila F,, pod uglom (12=00 i sila F; pod uglom 0L3=2700 u odnosu na osu Ox, treba pridodati
silu F4 pod uglom oy 1 primeniti analiticke uslove ravnoteZe sistema sila u ravni C¢ije se napadne
linije seku u jednoj tacki:

EXi =0=Fcosa, +F cosa, +F cosa, +F, cosa, =0, (1)

EYi=0:>F,sin(x,+Fzsina2+F3sinoc3+F4sinoc4=0, 2
0 0 0 ‘\/g
(1): Ecos30” +F, cos0° +F, cos270” +F, cos o, =47+6«/§-1+2-0+F4cosot4 =0,

1
(2): F sin30° +F, sin0” + F, sin 270" + F, sin o, = 4§+6«/§-0+2(—1)+F4 sino, =0.

Iz prve jednacine se dobija projekcija sile F4 na x pravac:



F, cosa, = ~8\/3kN, (3)

a iz druge projekcija sile na y pravac:

F,sina, =0. (4)

Ako su poznate projekcije sile, intenzitet sile se odreduje na osnovu Pitagorine teoreme:

E, = y[E, cosa,| +[E sina, | =[(8V3) +07 =8J3kN.

Projekcija sile na pravac ose Ox je sa negativnim znakom, dok je projekcija sile na pravac ose Oy
jednaka nuli, $to znaci da se vektor sile F4 nalazi na osi Ox, a ugao koji ona zaklapa sa Ox osom je

a, =180".

6. Na plocu dejstvuju tri sile, kao $to je na slici pokazano. Koliku silu F, treba dodati ovim silama
tako da ploca bude u ravnoteZi. F;=5kN, F,=6kN, F;=13kN.

—

F,

| 8m |

| |
L -

y ocw F,
g | ol I
[o%%) N
O B
A o
F,

Na kvadratnu plocu deluje sistem sila ¢ije se napadne linije seku u tacki O. Datom sistemu, koga
¢ine sile Fy, pod uglom 0,=45", sila By, pod uglom o,=0" i sila F; pod uglom 0L3=2700 u odnosu na
osu Ox, , treba pridodati silu F; pod uglom a4 i primeniti analiti€¢ke uslove ravnoteZe sistema sila u
ravni ¢ije se napadne linije seku u jednoj tacki:

EXi =0=Fcosa, +F cosa, +F cosa, +F, cosa, =0, (1)

EYi=0:>F,sin(x,+Fzsina2+F3sinoc3+F4sinoc4=0, 2

2
(1): F cos45’ +F, cos0” +F, cos270° + F, cos o, =5§+6-1+13-0+F4 cosa, =0,

2
(2): Esin45° +E sin0° +F, sin270° + F, sina,, = 5§+6-0+13-(—1)+F4 sina, =0.
Iz prve jednacine se dobija projekcija sile F4 na x pravac:
F,cosa, = X, =-9.53kN, (3)
a iz druge projekcija sile na y pravac:
F,sina, =Y, =946kN. (4)

Intenzitet sile F, je:

10



F, = J|[X,[ +|Y,[ =953 +9.46’ =13 43kN.

Projekcija sile F, na pravac ose Ox je sa negativnim znakom, dok je projekcija sile na pravac ose Oy
sa pozitivnim znakom, §to znaci da se sila F, nalazi u drugom kvadrantu. Nagib napadne linije sile
je:

Y

| 4| % =0.99265, = o =arctg0.99265 = 44°47',

IX,| 953

pa je konacno:

a, =180°-44°47"=135°13".

tga=

7. Odrediti sile F, i F,, koje treba dodati silama prikazanim na slici da bi rezultanta sistema bila
jednaka nuli. F;=300kN, F,=100kN, F;=300kN.

)

F3 —

4
T, o| /45
—~¢ >
450 ) X
B F.
F,

\

Pravci sila F, 1 F,, su poznati, a njihovi intenziteti se mogu odrediti iz uslova ravnoteZe sistema sila
¢ije se napadne linije seku u istoj tacki:

2 X, =0=FEcosa, +E cosa, +F cosa; +F cosa, +F cosa, =0, (1)

EYi =0=Esina, +Essina, +Esina; +Fsino, + K sina, =0,  (2)

(1): Ecos270° +F, cos180” +F, cos90° + F, cos45° +F, cos315° =0,

.

300-0+100-(~1)+300-0 +F, —+F 7_0

(2): F sin 270" + F, sin 180" +F, sm90° +F sin45” + F, sin315° =0,

ﬁ+Fb(—£J=O.

300+(~1)+100-0+300-1+F =~

ReSavanjem sistema jednacina dobijaju se vrednosti traZenih sila F, i Fy:
E =F, =502 kN.

11



8. Sistem sila dejstvuje na tacku A, kao Sto je prikazano na slici. Kolika treba da bude sila Fq da bi
se rezultanta poklopila sa x osom? F;=2kN, F,=2kN, F;=12kN, F,=2kN, Fs=6kN.

y A
F,
N A P
309 F, X
F,
F,

Da bi se rezultanta sistema sila ¢ije se napadne linije seku u tacki A poklopila sa osom x, potrebno
je da njena projekcija na y osu bude jednaka nuli:

Y, = gYi =0. (1)

Pravac vektora sile Fg je poznat, a njen intenzitet se moZe odrediti iz jednacine (1):
6

Y =2YI =0=FEsina, +Esina, +Esina, +F sino, + Esinog +F sina, =0,

F sin0” + F, sin0° + F, sin150° + F, sin330” + F, sin 330" +F, sin330° = 0,
F sin0° + F, sin0° + F, sin (180° ~30° ) + F, sin (360° - 30" ) + F; sin (360° - 30" ) + E; sin (360° ~30° ) = 0,

2:0+2-0+12- L +2- L +6- L +F - L =0=F =4kN.
2 2 2 2

12



9. Sistem suceonih sila koji dejstvuje u tacki A zameniti sa dve sile od kojih ¢e jedna delovati u x a
druga y pravcu, tako da se dejstvo na taCku A ne promeni. Odrediti moment ovih sila u odnosu
na tacku O. F;=4kN, F,=6kN, F;=8kN, F,=2kN.

y

2m

Ako se jedan sistem sila koji deluje na slobodno telo moZe zameniti drugim sistemom sila ne
remeteci pri tom njegovu ravnotezu odnosno ne menjajum njegovo kretanje, takva dva sistema sila

su ekvivalentna. Dati sistem sila F F F F 1 sistem sila F F su ekvivalentni, $to znaci da su im
rezultante iste:

I I

R, =R,,

a samim tim i njihove projekcije na pravce osa Ox i Oy:
Xp, =Xg,» (1)

Ye, =Y. (2)

Jedna od sila novog sistema treba da deluje u x pravcu, a druga u y pravcu. Ako se pretpostavi da je
r r
sila F;u x pravcu, onda je njena projekcija na osu Oy jednaka nuli. Sila F, je, u tom slu€aju u y

pravcu, pa je njena projekcija na pravac ose Ox jednaka nuli. Projekcije rezultante datog sistema sila
na pravce osa Ox i Oy su:

Xg, = EXi =F cosa, +F cosa, +F, cosa, +F, cosa,,

B3

X, =F c0s30° +F, cos60’ +F, cos180° +F, cos 240° = 4—+6l+8(—1)+2(—l) = —2.54kN,
! ; 2 2 2

Y = Y Y, =Esina, +E sina, +Esina, +F, sina,,

V3 V3

Yy, = E sin30° + F, sin60° + F, sin180° +F, sin 240° —45 6— 8-0+2(—7J =546kN,

dok su projekcije rezultante ekvivalentnog sistema sila na pravce osa Ox 1 Oy:

EX =E cosa, +F, coso, = F,cos0’ +F, cos90” =F,-1+F, -0 =E,,

2
2 E sinog +F sm(x6—Fsm0 +E sin 90° =E-0+F 1=K.
=1

13



Zamenom projekcija rezultanti u izraze (1) i (2) dobijaju se intenziteti sila izs 1 1136 :

F, =-254kN, F, =5.46kN.

Sila Fs je u negativhom smeru ose Ox, pa je njen moment u odnosu na tacku O pozitivan i iznosi:
M, =F y=254-2=5.08kNm,

dok je sila Fs u smeru ose Oy, pa je njen moment u odnosu na tacku O takode pozitivan i iznosi:
M, =F -x =5.46-4 =21 .84kNm.

Moment rezultante dveju sila sa zajedni¢kom napadnom tackom u odnosu na proizvoljno izabranu
momentnu tacku O koja leZi u istoj ravni sa silama, jednak je algebarskom zbiru momenata njenih
komponentnih sila u odnosu na istu ta¢ku, pa je shodno ovoj teoremi, moment rezultante datog
sistema sila u odnosu na tacku O:

M, =M, (E)+M, (F, )= 26.92kNm.

10. Iz uslova ravnoteZe materijalne tacke C odrediti sile u Stapovima AC i BC.
F;=8kN, F,=4v2 kN.

F,

4m

| 3m 4m |
[ [

U tacki C deluju cetiri sile: aktivne sile F; i F, i unutraSnje sile u Stapovima AC i BC, koje ¢e biti
obelezene kao S;1 S,.
1z slike sledi:

2

. 3 4 . 2
sino, =§, cosa, =§, sina, =7, cosa, =7.

Sile u Stapovima se odreduju iz uslova ravnoteZe ¢vora C:
EXi =0=F -F cos45’ -S,sina, +S,sina, =0, (1)

EYi =0=-F sin45" =S, cosa, -S,cosa, =0,  (2)
Resenja sistema jednacina (1) i (2) su sile u Stapovima:
S, =0, S,=-4J/2kN.

14



11. Odrediti rezultantu i poloZaj rezultante datog sistema paralelnih sila u odnosu na dati
koordinatni sistem. F;=6kN, F,=4kN, F;=2kN.

vy y
|
e | -
Fz — | FZ
. F — I F
F, ’ F| | ’
|
O > O 1 >
, 2m | 2m x . 2m | 2m x
[ I [ I Xc I |

Rezultanta sistema paralelnih sila je jednaka algebarskom zbiru sila:

3
R=Y, =2Yi =Y, +Y,+Y,=-6+4-2=—4kN.

Rezultanta sistema paralelnih sila je paralelna datim silama, a njen poloZaj se odreduje primenom
Varinjonove teoreme: moment rezultante u odnosu na proizvoljnu momentnu tac¢ku koja leZi u istoj
ravni sa silama, jednak je algebarskom zbiru momenata komponentnih sila u odnosu na istu
momentnu tacku. Ako se za momentnu tatku odabere koordinatni pocetak, a krak rezultante u

odnosu na tacku O obeleZi sa xc, onda je:
r r r r
M, (R) =M, (E )+M, (E )+M, (E).

NG
-
>

7 R-0+F-2-F4 42-2:4 8-8
R R 4 4

0.
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12. Za dati sistem paralelnih sila odrediti veli¢inu rezultante i njen poloZaj.
F=4kN, F,=8kN, F;=2kN, F,=5kN.

y
A A A
A A o
Bl F. R
. S - ool :
T F., F, F, !
Y I
O
X
, 4m | | 4m | , 4m | | 4m
| ™ | \ ] \
Im Im

Koordinatni sistem treba postaviti tako da sile budu paralelne sa jednom od osa. Postavi¢e se osa y
tako da se poklapa sa napadnom linijom sile F;.

Rezultanta sistema paralelnih sila je paralelna sa silama sistema, a njen intenzitet je jednak
algebarskom zbiru sila:

4
R=Y, = EYi =Y, +Y,+Y,+Y, =—4+8-2+5=TkN.

=1
Polozaj rezultante sistema paralelnih sila se odreduje primenom Varinjonove teoreme. Ako se za
momentnu tacku odabere koordinatni pocetak, a krak rezultante u odnosu na ta¢ku O obeleZi sa Xc,
onda je:

r r r r r

M, (R) =M, (E )+M, (E )+ M, (E )+ M, (F).
4

R-XC=EF-X,

i i
1=1

odakle je:
4
E-x
B =F,-0+F2-4—F3-5+F4-9
C R R 5
Xc =¥=%=957m

16



13. Odrediti veli¢inu i poloZaj rezultante sistema paralelnih sila datih na slici analitickim putem.
F,=80kN, F,=120kN, F3=40kN, F,=200kN.

y

F,
F1 F3

Im |, Im | Im 2m ‘

Rezultanta sistema paralelnih sila je paralelna sa silama sistema, a njen intenzitet je jednak
algebarskom zbiru sila:

4
R=Y, = EYi =F +F +E +F, =-80+120-40+200 = 200kN.

=1
Polozaj rezultante sistema paralelnih sila se moZe odrediti primenom Varinjonove teoreme. Moment
rezultante u odnosu na proizvoljno izabranu tacku u ravni dejstva sila jednak je algebarskom zbiru
momenata komponentnih sila u odnosu na istu tatku. Ako se krak rezultante u odnosu na
koordinatni pocetak obeleZi sa xc onda je:

My (R) =My (F )+ M, (B )+ M (B )+ M (E,),

to jest:
4
R-x. =) E-x,,

odakle je krak rezultante u odnosu na momentnu tacku:

X

E)

4
EE'Xi
_ 4 _-R-1+E-2-E-3+F5
¢ R R
_ =80-1+120-2-40-3+200-5

Xe = =5.2cm.
200

17



14. Na plocu oblika pravougaonika deluju sile F,, F,, F5 i F4, kao na slici. Kolike treba da budu
vrednosti sila F; i F4 da bi plo¢a bila u ravnoteZi?

A F,=10kN, F,=10kN.

— F,
F,

Y

8m

F,

2m
et

\

Sile F; i F, su istog intenziteta, suprotnog smera, paralelnih napadnih linija, pa ¢ine spreg sila, ¢iji je
moment m,. Sile F5 i F, su takode suprotnog smera, deluju duZ paralelnih napadnih linija, §to znaci
da i one moraju da budu istih intenziteta i da ¢ine spreg sila, ¢iji moment m, treba da bude jednak
momentu m; , da bi telo bilo u ravnotezi.

m, =F -d, =10-8 =80kNm,
m, =F -d, =F -2,

m, =m,,

80=F, -2,

E =F =29 _ 40kN.
: 2
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15. Na plocu oblika pravilnog Sestaougaonika stranice a=2m deluju sile F,, F,, Fs, F, prema crtezu.
Kolike treba da budu vrednosti sila F5 i F4 da bi ploca bila u ravnoteZi, ako je F;=F,=10kN?

F,

\}

F,

Sile F; i F, su istog intenziteta, suprotnog smera,
paralelnih napadnih linija, pa Cine spreg sila, &iji je
moment:

m, = F -2h,

gde je h visina jednakostrani¢nog trougla stranice a:

h=£=£=[m,

3
2 2

F,

X m, =F-2h=10-2-/3 = 20J/3kNm.
Sile F; i F, su takode suprotnog smera, deluju duz

A

m, =F-a=F"2,

20(3=F-2, = F =F, =10J/3kN.

paralelnih napadnih linija na rastojanju a. Da bi ploca
bila u ravnoteZi i one treba da budu istih intenziteta i da
¢ine spreg sila, ¢iji moment m, treba da bude jednak
momentu m;:

my =m,,

16. Na plocu oblika pravilnog Sestaougaonika stranice a=Im deluju sile F,, F,, Fs, F; prema crtezu.
Kolike treba da budu vrednosti sila F; i F, da bi plo¢a bila u ravnoteZi ako su sile F; i F,
intenziteta 20kN?

F

F1A y

Sile F; i F, su istog intenziteta, suprotnog smera, paralelnih
napadnih linija, pa Cine spreg sila, ¢iji je moment:

m, =F -2a.

Sile F; i F; su takode suprotnog smera, deluju duz paralelnih
napadnih linija na rastojanju 2a. Da bi ploca bila u ravnoteZi i one
treba da budu istih intenziteta i da Cine spreg sila, ¢iji moment m,
treba da bude jednak momentu m;:

m, =m,,
m, =F -a,
F-2a=F-a,

E =F, = 2F = 40kN.
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17. Izvr§iti analiti¢kim putem redukciju sila Fy, F,, i F5 na teZiSte povrSine pravilnog Sestougaonika
Cije su stranice po 2m. F;=40kN, F,=10V3kN, F;=20V2kN.

y WE

F,

Proizvoljan sistem sila u ravni moZe se redukovati u proizvoljno izabranu ta¢ku O u ravni dejstva
4

sila i svesti na jednu silu R’ koja deluje u tacki O i naziva se glavni vektor sistema sila i spreg sila
¢iji je momenta M ; jednak glavnom momentu Mg sistema sila za izabranu redukcionu tacku O.
Glavni vektor je jednak vektorskom zbiru svih sila sistema:

R’=2Fi,

Moment rezultujuceg sprega je jednak algebarskom zbiru momenata pojedinih sila datog sistema u
odnosu na izabranu redukcionu tacku O. Ovaj rezultuju¢i moment se naziva glavni moment sistema
za redukcionu tacku:

1L r
M.= YM,(F)=M,.

Intenzitet glavnog vektora ne zavisi od izbora redukcione tacke i odreduje se iz:

R'= X7+ Y2, EX EFcosa Y, EY EEsinai,

a ugao o koji glavni vektor zaklapa sa pozitivnim smerom ose Ox se odreduje iz:

! ! !

Cos Gp =?R,s cosfBy =FR,3 tj. tgog =FR,3

gde su X! i Y/ projekcije sila sistema koje su redukcijom premestene u redukcionu tadku.

Dati sistem sila treba redukovati u tacku C — teZiSte Sestougaonika stranice duZine 2m, u ¢ijim
temenima deluju sile kao na slici. Sestougaonik je povrSina sastavljena od Sest jednakostrani¢nih

By

trouglova ¢ije su visine h = a-sin 60° = a— =22 _f3m

Redukcijom ovih sila na tacku C dobija se 51stem suceonih sila koji moZe da se zameni glavnim
vektorom i sistem spregova koji moZe da se zameni jednim rezultujué¢im spregom c¢iji je moment
jednak glavnom momentu.

Projekcije glavnog vektora na ose izabranog koordinatnog sistema su:

20



Xy = E X! =F cosa, +F, cos o, +F, cosa, = 40¢0s270° +104/3 cos 300° + 20 cos 225,

X, =40-0+10\/§%+20\/§(-gJ =0+5y3-20=-1134kN,

3
Yy = E Y, =F sina, +F, sina, +F sina, = 40sin270° + 10+/35in300° + 20sin 225°,

Yy = 40-(-1)+10J§(-§J+20J§(-g) = —40-15-20 = ~75kN.

Intenzitet glavnog vektora je:

= Xe|" +Ya[" = V11347 +75° =75.85kN.

Kako su projekcije glavnog vektora na obe ose negativne, moZe se zakljuciti da se glavni vektor
nalazi u tre€em kvadrantu. Ugao koji glavni vektor zaklapa sa pozitivnim smerom ose Cx je:

tga, =180° +arc tg% =180" +81°23'2" = 261°232".
Intenzitet momenta redukcionog sprega (glavni moment) je:
V2a 2

M.=M (F)+M (F)+M (F) FE-a-F 'h-F— 5 2_1:37.}1’

c=40-2-10y33- 20{*/_ ! 20f\/_ 3 = -4.64kNm.
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1. Odrediti koordinate teZista Srafirane povrSine.

X

Im { Im Im

Polozaj tezista se primenom analitickog postupka odreduje tako $to se data sloZena povrSina podeli
na viSe povr§ina za koje se poloZaj teZiSta moZe lako odrediti. Zatim se izraCunaju povrSine
pojedinih delova A; i odrede koordinate teZiSta pojedinih delova x; i y; u odnosu na usvojen
koordinatni sistem. Sile kojima se prikazuju osnovne povr§ine postave se u poloZzaj paralelan sa
osom Oy i primeni se Varinjonova teorema u odnosu na koordinatni pocetak:

n
Xc A=) XA,

&
gde je A=A +Ay+..+A, rezultanta sistema paralelnih sila (povrSina). ReSavajuci jednacinu po xc
dobija se koordinata teZiSta sloZene povrSine:

n

2){i-Ai

A

Zatim se sile kojima se prikazuju pojedine povrSine postave u poloZaj paralelan sa osom Ox.
Primenom Varinjonove teoreme u odnosu na koordinatni pocetak se dobija koordinata yc teZiSta
sloZene povrSine.

Datu sloZenu povrSinu treba podeliti na delove &ije su povrSine A;, A; i Aj i koordinate teZiSta C,,
C, i C3u odnosu na Dekartov koordinatni sistem, kao $to je na slici prikazano. PovrS§ine i koordinate
teZista pojedinih delova sloZene povrSine su:

¢ kvadrat stranice a=2m

Xc =

A =a-a=2-2=4m>, X, =3=z=1m, \4 =3=z=1m,
2 2 2 2
¢ polukrug polupre¢nika R=1m
2 2 .
A =R T s o gaom, x, 24t =242m, y, = Im,
2 2 3 3m

25



* trougao osnovice a=2m, visine h=1m

Xy=t,=Im, y,=2-t =1.667m.
Koordinate tezista date sloZene povrSine odreduju se primenom obrazaca:

k 3
EXiAi EyiAi
£ _ X|A| +X2A2 —X3A3 _ 1 _ Y|A| + y2A2 _y3A3
Xe = = 5 yC = 3 - *

c
iAi A +A, -A EAi A +A, -A

Zamenom odgovarajucih povrSina i koordinata njihovih teZiSta u ove izraze dobija se:
. 42-157-1- 1-4+1-1.57-1.667-1
_114+242-1.57-1 1=1.49m, Yo - +1-1.57-1.667 _085m.
4+1.57-1 4+157-1

TezZiSte sloZene povrsine je tacka C sa koordinatama (1.49m, 0.85m).

Xc

2. Analitickim putem odrediti poloZaj teZiSta Srafirane povrSine.

PovrSine i1 koordinate teZiSta pojedinih delova sloZene povrSine su:
* pravougaonik stranica a=9m, b=4m
A =ab=9-4=36m’, x =t=2=450m, y, =2=%-om,
2 2 2 2
* trougao osnovice a=5m, visine h=3m
ah 5-3 2 a 5 h 3

X2=tx=1.671’1’1, y2=4+ty=5m’
* (Cetvrtina kruga poluprecnika R=4m

2 2 .
ART AT psme, ¢ SR g
) 4 4 3 3xm

X;=t =17m, y;=t =17m.

_4R 44
Y 3n 3m

1.7m,
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g g
on on
g g
X
Y1 45m 45m
£
£
o~ X
y
=
on
g
q-...
>'“1|Ji X
e

Koordinate tezista sloZene povrsine su:
3

XA,
2 _ XA+ X,A, — XA, _ 45-36+1.67-75-1.7-12.57 —4.95m,
36+7.50-12.57

Xo =—=
¢ EA' A +A, -A,
£
Vil
_YAHYA -y, Ay 2:364575-17-1257 oo
Y A +A, —A, 36+7.5-12.57 T

c~ l=3
2

Teziste sloZene povrSine je tacka C (4.95m, 2.85m).
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3. Odrediti koordinatu yc teZiSta Srafirane povrSine, ako je r=20cm.

y ¥
T Iy r A, r
/ 5 -
X X
y
t. Y
—
T
A, b P s A,
,—X‘CL = T
X X ' X3 X
e

SloZena povrSina ima jednu osu simetrije. Koordinatni sistem je postavljen tako da se osa Oy
poklapa sa osom simetrije date povrSine, poSto se na njoj nalazi teZiSte. Koordinata teZista xc je
jednaka nuli pa je potrebno odrediti samo koordinatu yc.

PovrSine 1 koordinate teZiSta pojedinih delova sloZene povrSine su:

* pravougaonik stranica a=2r, b=r

20

— =10cm,

A, =a-b=2rr1=2r" =2-20° =800cm’, y, =%= :

e (Cetvrtina kruga polupre¢nika r=20cm

Yn 207 4 42
A, =TT 20T sigsem?, 1 =20 o220 gugem, y, =20t = 11.52cm,
4 4 Y 3n  3m Y
e Cetvrtina kruga polupre¢nika r=20cm
‘n 207 4 42
A =TT 20T gon o 31405em?, € =28 2420 gagem, y, =20-t = 11.52em.
T4 4 Y 3n 3m ) Y

3
EyiAi
yC = I=3 -

EA A -A,-A, 800-314.15-314.15

Koordinata yc teZista sloZene povrSine je:
YA - YA, —-y;A; 10-800-11.52-314.15-11.52-314.15

=4.44cm?.

TeZiste sloZene povrsine je tacka C (0, 4.44cm).
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4. Odrediti koordinate teZista Srafirane povrsine.

Xc =

Povr$ine i koordinate teZiSta pojedinih delova
sloZene povrsine su:

* trougao osnovice a=9m, visine h=6m

<

1=ﬂ=ﬁ=27m2,
2 2
a 9 h 6
=—=—=73m, =—=—=2m,
17373 Y 373
¢ Cetvrtina kruga poluprec¢nika r=2m
2 2
A2=BZE=245=n=3J4m%
z=£=ﬂ=0-85m, y2=£=ﬂ=0.85
3 3m 3 3m

>

Koordinate tezista sloZzene povrsine su:
2

XA,
o XA mXA,

Xe = ’
iA' A1 _Az
£
yi i
yo = £ _Y1A1 oA,
€772 A-A,
C., * A
§i A, X -
X2
(ITOSI gy 2 22OSSR sy,
27-3.14 27-3.14



5. Odrediti koordinate teZiSta date ravne figure analitickim putem.

12m |
4

y
B A
&
4m
4 —-— Al o
X I X
24m , ; 24m
y
As
y | G
o[
g A
S| ] i
S E— £
E A
X X
24m ‘ \ 24m

I I
T T T T

Data povrSina je simetricna u odnosu na y osu. TeZiSte se nalazi na osi simetrije Sto znaci da je
xc=0, dok udaljenje teZiSta od x ose treba izraCunati.

PovrSine 1 koordinate teZiSta pojedinih delova sloZene povrSine su:

* pravougaonik stranica a=24m, b=8m

A =a'b=24-8=192m*, x,=0, vy, = =§=4m,

0| o

* pravougaonik stranica a=4m, b=20m
2
A, =a-b=4-20=80m’, x,=0m, y,= 8+% = 8+70 =18m,
* polukrug poluprecnika R=12m
4R 4-12

2 2
Rm 127 ogom?, x,=0m, y,=28+-R _ 084412 _ogi51-33.1m.

A, =
2 2 3r 3n

Koordinata yc teZiSta sloZene povrSine je:
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3
YiA,
< YA +Y,A, +y;A;  4-192+18-80+33.1-226.2
ye =% - = =19.46m.
A A +A,+A, 192+80+226.2

1=

Teziste sloZene povrSine je tacka C (0, 19.46m).

6. Odrediti koordinate teZista ravne figure na slici.

3m, 3m

3m

< \
4m|4m|3m|x

y

X2

-
Zﬁ_
gy

X3 i X
—_

Ys
o)
1 o
@
>

Xs X

Data sloZena povrSina je podeljena na pet delova i to: trougao povrSine A,, pravougaonik povr§ine
A,, trougao povrS§ine Aj, trougao povrSine A, i polovina kruZne povrSine As, Ciji je precnik

D =+/3* +4% = 5m, pod uglom o u odnosu na horizontalu, kao §to je na slici prikazano. Koordinate
teZiSta pojedinih delova i njihove povrS§ine su:
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* trougao osnovice a=6m, visine h=9m
_ah 69 _2a 26

A, ——=27m2, X, =——=4m, y,=£=2=3m,
2 2 3 3 3
* pravougaonik stranica a=12m, b=3m
A, —ab=12:3236m’, x,=6+%=6+6=12m, y,=2=>
2 2 2
* trougao osnovice a=3m, visine h=3m
A=A 3 s, k1842 ctom, y, =R a2 oim,
) 2 2 ’ 3 3 3
* trougao osnovice a=8m, visine h=6m
A =3D 30 oyt x, —6eto64Sg66Tm, y, =3+0-348
2 2 3 3 3 3
* polukrug poluprecnika R=2.5m
2 2 .
A RT 29T geom, (o 2R_A20 660
2 2 3n 3n
. 3 4
t, =tsina =1.06§ =0.64m, t, =tcoso = 1.065 =0.85m,
Xs=12-t =11.682m, y;=450-t =3.65m.
Koordinate teZiSta sloZene povrSine su:
5
XA,
‘. £ _ XA+ XA, + XA + XA, — XA
¢ EA‘ A +A A A, - A, ’
4-27+12-36+19-4.50+8.667-24 -11.36-9.82
Xe = =8.69m,
27+36+4.50+24-9.82
5
EyiAi
yo = _ VAL + YA, + Y3A5 + YA, - ¥5AS
¢ EA‘ A +A+AHA -A;
3:27+15-36+1-45+5-24-3.65-9.82
Ve = =2.74m.

27+36+4.5+24-9.82

TeZiste sloZene povrsine je tatka C (8.69m, 2.74m).
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7. Za datu ravnu figuru odrediti koordinatu yc teZista.

y y
] ]
N
©
< ’/(; 5,
3m 3m X 3m 3m X
| : | | : :
y y

‘ 3m ‘ 3m .
T T T

Data povrSina je simetricna u odnosu na y osu pa se teZiSte nalazi na toj osi. Treba izraCunati
udaljenje teZiSta od ose X.

PovrSine i1 koordinate teZiSta pojedinih delova sloZene povrSine su:

.. . . 3 4
o kruZni iseak polupre¢nika r =~/3* +4* = 5m, zahvaden ugao 20 (sino. = 50 cosa= -)

5
5-3
) ) .3 ) 2rsino 2 5
A =r‘a=5"-arcsin—=25-0.643=16.075m", y, =— =— =3.11m,
5 3 « 3 .3
arcsin—
5
* trougao osnovice a=3m, visine h=4m
ah 34 2 h 4
A =—=—=6m", =—=—m,
P22 27373
* trougao osnovice a=3m, visine h=4m
ah 3-4 2 h 4
Aj=—=—=6m", =—=—m.
22 7373
Koordinata yc teZista sloZene povrSine je:
3
EYiAi 31116075+ 26+ %6
_£ _ VA YA+ Ay 3 3 _53s
Yo =5 = = =2.35m.
EA A +A,+A; 16.075+6+6
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8. Analiti¢kim putem odrediti koordinate teZiSta date povrSine.

y y

A,

2m

2m
Y
o

‘ 2m ) 2m ) 3m ‘ 2m | 2m ‘ 3m |
I T T I | I I I
y I
y

PovrSine 1 koordinate teZiSta pojedinih delova sloZene povrSine su:
¢ kvadrat stranice a=4m

A =aa=4-4=16m>, x, =%=2m, y, =%=2m,

® trougao osnovice a=4m, visine h=3m

. . h 4
PN S UL TS S S N gy
2 2 3 3 2 2
¢ Cetvrtina kruga polupre¢nika r=2m
2 2 4r 42 4r 42
AT 2T n 3w, =2 08sm, oy, =22 g5m.
4 3n 3xm 3 3m
Koordinate teZiSta sloZene povrSine su:
3
EXiAi A, +X,A, - XA 1 14
xo = H _ XA XA - XA, 2:16 +5-6-0.85-3. ~3.15m,
A +A, -A, 16+6-3.14
A
=
Vi,
& ViA +Y,A, -y;A;,  2:16+2:6-0.85-3.14
yC = 3 = = =22m
A +A,-A, 16+6-3.14
A
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9. Analitickim putem odrediti teZiSte Srafirane povrSine.

y
2m 2m y y
g
&
A, _ -
)
4m X X X X
y y
y
>~‘ "" y
,.,I ° (0N
i s
3 X; X X X

PovrSine 1 koordinate teZiSta pojedinih delova sloZene povrSine su:
¢ kvadrat stranice a=4m

A, =ara=4-4=16m, X, =%=2m, \2 =3=2m,

® trougao osnovice a=2m, visine h=4m
. 2-4 2 h

A AR 2 e an 4l 3 3m, y, — 4+ o 44D _6667m,
2 2 3 3 3 3

¢ Cetvrtina kruga polupre¢nika r=4m

‘o 4 4 4-4 4r 44
A =TT AT g 105em?, x, —d- gt gy, !

- = -7 1 Im.
4 4 3n 3n s 73

Koordinate teZiSta sloZene povrSine su:
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D XA XA - XA, 2016+3.33-4-23-12.56

Xc = "3 =221m,
A +A, -A 16+4-12.56
A
=
Vil
4 YA +Y,A,-y;A; 2:16+46.667-4-1.70-12.56
yC = 3 = = = 502m
A +A,-A, 16+4-12.56
TeZiste sloZene povrSine je tacka C (2.21m, 5.02m).
10. Odrediti koordinatu yc teZiSta date povrSine analitickim putem.
Y y
2m | 2m
Y
A,
e Az A3
/\074 L 4m | 4m X X
[ I |
y y
vy N A A,
X \
y X
gl
X3 L E
I } . &
<

SloZena povrSina je simetri¢na u odnosu na osu y. TeZiSte se nalazi na osi simetrije, tj. Xc=0, pa je
potrebno odrediti samo koordinatu yc teZiSta. Delovi sloZene povrSine su pravougaonik A;, dva
trougla istih povrSina A, i As, simetricna u odnosu na y osu i dva pravougaonika istih povrSina A4 1
As, koji su takode simetri¢ni u odnosu na y osu i pod uglom su o u odnosu na nju. Sa slike sledi:

2 1
cosa=—=— = ao=60°

4 2

o NNG) : N

pa je visina trouglova h = dsin 60" = 47 =23m, gde je sa d oznacena hipotenuza trougla.
PovrSine 1 koordinate teZiSta pojedinih delova sloZene povrSine su:

¢ pravougaonik stranica a=4m, b=h = 2\/§m
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=\/§m,

N | =

A =ah=4-2/3=8/3=1386m*, x,=0, y, =

* dva trougla osnovica a=2m, visina h = 2\/§m
% =1.155m,

A=A, =202 23 55 - 3.d6m, Ya=Yi===
) 2 2 T3
* dva pravougaonika stranica a=4m, b=2m
3

A, =A. =4-2=8m>, = =1-cosot+2-sin0t=1-l+2-—=2.23m.
4 5 Ya=Ys ) )

TeZiste yc sloZene povrSine je:

5
) Ey | VAR2NA 2yA, 1731386+1155-2:3464223:28
Ye EA A +2A, 424, 13.86+23.46+2-8 o

11. Odrediti analitickim putem teZiSte Srafirane povrSine.

y y y
T ”"‘-\\\ n ) A
E Ao C,
il A
. G
il =
- >
" 1 X Xy ES ! Xz
| m | Im | Im ) M
y y Y
A
&I G, Ce <‘>>'r\
T I
X * T i T * T % T
PovrSine i1 koordinate teZiSta pojedinih delova sloZene povrSine su:
* kvadrat stranice a=3m
A =a-a=33=9m’, x, =%=1.5m, y, =%=1.5m,
* (Cetvrtina kruga poluprecnika r=1m
2 2
1 4r  4-1 4 4-1
A =TT T T 078m?, x, = =20 2042m, y, =3-— =3-27_258m,
4 4 4 3 3m 3n 3n
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* polovina kruga poluprecnika r=1m

2 2 .
I T sme ok —im, y =2 g 4om,
) 2 2 ) T 3n 3m
* trougao osnovice a=2m, visine h=2m
‘h  2-2 2 h 2
A= _2% om?, x,=3-223-2-2233m, y,=3-—=3-2=233m,
2 2 3 3 3 3
* trougao osnovice a=1m, visine h=1m
‘h 11 1 h 1
A =220 05m’, x,=3-223-22267m, y;=—=-=033m.
2 2 3 3 3 3

Koordinate teZiSta sloZene povrSine su:
5

XA,
= XA — XA, —X5A5 - XA, — XA
- =

EA‘ A -A,-A,-A, -A, ’

Xc =

15:9-042-0.78-1-157-2.33-2-2.67-0.5
Xc = =1.35m,
9-0.78-1.57-2-05

5
EyiAi
Yo == _ ViA = YoA, —Y3A; -y, Ay - YA
‘ EA‘ A|_A2_A3_A4_A5 ’
~15-9-258-0.78-0.42-1.57-233-2-0.33-0.5

=1.45m.
Ye 9-0.78-157-2-0.5

TeZiste sloZene povrsine je tatka C (1.35m, 1.45m).
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12. Odrediti teziste Srafirane povrSine.

y
g
°
=
©
&l x
g
o
. 12m | 12m | 12m | 24m . 12m |
I 1 I T 1 1
y
G
X
A;
_i._ ’—X
1 |
T X3 ‘
X4 | ‘

PovrSina je simetricna u odnosu na x osu pa se teZiSte nalazi na toj osi (yc=0). Treba izracunati
udaljenje teZiSta od ose y. PovrSine i koordinate teZiSta pojedinih delova sloZene povrsi su:
¢ pravougaonik stranica a=48m, b=24m

4
A, =a-b=48-24=1152m>, x, =12+%=12+78=36m, y, =0,

* trougao osnovice a=24m, visine h=12m

: : h 12
A, AR _2812 e, —2= Rl gn o,
2 2 3 3
¢ polovina kruga polupre¢nika r=12m
2122 4 412
A=t B T 20808m®, X, =60+ =60+ =65.Im, vy, =0,
2 2 3n 3n

¢ pravougaonik stranica a=24m, b=12m
24
A, =a-b=24-12=288m>, x, = 36+% =36+ =48m. y, =0.

Koordinata xc teZista sloZene povrSine je:
4
XA,
L £ XA XA, XA - XA, 360115248144 +65.1-226.08 - 48 - 288

c =" = 35.26m.
EA A +A,+A,-A, 1152+ 144 + 226,08 — 288
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13. Analitickim putem odrediti teZiSte date povrSine.

y 4.5m 1.5m | y

1.5m

£ A
} 3m } 3m } M x X
y y M N
o
e C3
{ E Lo - 1
S ‘ |
Xy X X3 X | X3 | X
PovrSine 1 koordinate teZiSta pojedinih delova sloZene povrSine su:
¢ pravougaonik stranica a=6m, b=3m
A —ab=63-18m’, x =28 _3m y -2 3_ism,
2 2 2 2
* trougao osnovice a=3m, visine h=3m
A2=ﬂ=2=4.5m2, x2=3=§=1m, y2=2=§=1m,
2 2 3 3 3 3
¢ Cetvrtina kruga polupre¢nika r=1.5m
2 2 . .
WL A R PN Y S S Sl Al B 3 ISR S S S AL S 5 e
4 4 3n 3n 3n 3n

Koordinate teZiSta sloZene povrSine su:
3

X.A.
Z Y _ XA - XA, - XA, _ 3-18-1-45-536-1.77
EA A -A,-A, 18-45-1.77

Xc =

=341m,

3

VA -V A -yA, 15-18-1:45-236:1.77
A -A, -A, 18-45-1.77

=1.56m.
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14. Odrediti teZiSte Srafirane povrsine analitickim putem. R=10m

y y

2R

X2

Povrsine i koordinate tezista pojedinih delova sloZene povrsine su:
* trougao osnovice a=2R=20m, visine h=2R=20m

A== 224107 = 200m?,
2 2 2
X, = ga =32R =220 =13.33m, vy, =E =§ =§ =6.67m,
33 3 3 3 3
¢ polovina kruga polupre¢nika R=10m
2

A, = R T | 57R? =157-10° = 157m?,

4R
X, =2R +3— =2R+043R=242R =242-10=242m, y,=R =10m,

7T
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* (Cetvrtina kruga polupre¢nika R=10m
R’z

A, =0.785R* = 78.5m’,

X, =2R _AR 2R-043R =157R =15.7m, vy, = AR _ 0.43R =4.3m.
) 3n T 3m
Koordinate teZiSta sloZene povrSine su:

3

X.A.
2 b _ XA + XA, - XA, _ 13.33:200+24.2-157-15.7-78.5

Xe = =18.85m,
- A +A,-A, 200 +157-78.5
3 |
3.:
EyiAi
yo = 2 _ VA +Y,A, - VA, _ 6.67-200+10-157-4.3-78.5 —921m.

EA A +A, - A, 200+157 -337.55

TeZiste sloZene povrsine je tatka C (18.85m, 9.21m).
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15. Analitickim putem odrediti poloZaj teZista Srafirane povrSine.
y

[ 2m

6m

[ 2m |

Povrsine i koordinate tezista pojedinih delova sloZene povrsine su:
¢ pravougaonik stranica a=6m, b=10m

Koordinate tezista sloZene povrsine su:
2

2){iAi
< =x1A1—x2A2 =3'60_5'9=2.65m,
A -A, 60-9

Xc = 2
Ai

£
EYiAi A -v,A, 3-60-2-9
yo=H _ i T Yoy — =3.18m.
A -A, 60-9

A

Teziste sloZene povrSine je tacka C (2.65m, 3.18m).
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16. Odrediti visinu h tako da teZiSte Srafirane povrSine bude u tacki C.

y. a2 | a2 | y
\i/,:
e c °
s c
a s A
| a | X X, X
Yy
L C, 0 A
o
1 - d

SloZena povrSina ima jednu osu simetrije, koja je paralelna sa y osom i nalazi se na rastojanju
a . . . . .. . - . yix
X = 3 od nje. TeZiSte se nalazi na osi simetrije pa je potrebno odrediti samo koordinatu yc teZista.

PovrSine i1 koordinate teZiSta pojedinih delova sloZene povrSine su:
* pravougaonik stranica a, b

a b

AI =a'b, XI =E, yl =E,
* trougao osnovice a, visine h
a‘h a h
A =—1V X, =—, =—,
2775 275 Y2 3

. y . . - a . .. y L
Koordinate tacke C su, kao §to se sa slike vidi, xc= 3 1 yc=b-h, pa se izjedanacavanjem izraza za

teZiste u y pravcu i koordinate yc dobija traZena veli€ina h:

2
Ey‘Ai A, -y,A lz)'ab_(b_};)'azh
yo =2 _ Vi T Yo Ay b-h,

3bxby3
2

2

ghz -2bh+b*=0= h,, , h, =237b, h, =0.63b.

Sa slike je o¢igledno da je prvo reSenje nerealno, pa se zakljucuje da je h=0.63b.
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17. Za datu ravnu povrSinu analitickim putem odrediti koordinate teZista.

M Y

SloZena povrSina ima jednu osu simetrije, koja je paralelna sa y osom i nalazi se na rastojanju
x =R od nje. TeZiSte se nalazi na osi simetrije pa je potrebno odrediti samo koordinatu y teZista.

PovrSine 1 koordinate teZiSta pojedinih delova sloZene povrSine su:

* polovina kruga polupre¢nika R

2
A =R T _157R%, x =R, vy, =R _04R,
2 3n

* polovina kruga poluprecnika r
2

R R
da \2) " R o by
A, =1"o —039R?>, x,=r=—, y,=—=—2-02IR,
2 2 2 3 3m
* polovina kruga poluprecnika r
2
R
Pr | 2) " R w4
A, =—= =039R*, x,=2r+r=R+—=15R, y,=—= 2 _02IR.
) 2 2 ) 2 T 3r 3m

Koordinate teZiSta sloZene povrSine su:
3

XiAi 2 2 2
- _ XA -%,A, -x;A,  R-1.57R*-0.50R-0.39R* -1.5R-0.39R* _
c - 3 - - -

EA A -A,-A, 1.57R* -0.39R* -0.39R”

R,

3
AL
~ 2 Yitk YA -y,A, -y;A;  042R-157R* -021R-0.39R* -0.21R -039R*
Ve 2A A -A,-A, 157R? —0.39R” —0.39R>

=0.63R.

TeZisSte sloZene povrsine je tatka C (R, 0.63R).
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18. Analitickim putem odrediti teZiSte Srafirane ravne povrSine.

I I,
IR R/ ™,
[ i C. o \‘\A]
i =
2R i X X
| N
y y
R/
G,
i ° A
X5 X X3 X
e +—F

SloZena povrSina ima jednu osu simetrije, koja je paralelna sa y osom i nalazi se na rastojanju
x =R od nje. TeZiSte se nalazi na osi simetrije, tj. Xc=R.

PovrSine 1 koordinate teZiSta pojedinih delova sloZene povrSine su:

* pravougaonik stranica a=2R, b=R

R
A =a-b=2R-R=2R’, x, =R, y,=3=_,
2 2
* trougao osnovice a=2R, visine h=R
-h 2R-R h R
A =22 R R X, 20, y =m=—,
2 2 3 3
* polovina kruga polupre¢nika R

2
A3=R ﬂ=1.57R2, X, =0, y3=R+£=1+0.42R=1.42R.
: 2 ; ; 3r

Koordinata yc teZista sloZene povrSine je:

3
Vi, Roorz-R.R2i14R 157R?
= VA -V A+ YAy 2 3 ) ’
yC = 3 = A A = B 5 > =1.13R.
EA = 2+1A3 2R -R +157R
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SILE U PRESECIMA GREDNIH
NOSACA
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1. Za datu gredu i optereCenje odrediti:
- reakcije oslonaca;
- dijagrame sila u presecima M, T i N;
- poloZaj i veli¢inu maksimalnog momenta savijanja.

AMHMHHHMF o
A 45°) q=1kN/m.
BN C
i 4m iQ q Im i .
g 459
H., ) A i
V;:gk Vs N% BM—J‘

1.125kNm
\
\
1
\
\
\
Y
\
\
\
\
\
\
: \
\
\

Mo=1.

B +N

ey

Nl ‘N

Na gredu sa prepustom, dimenzija i oslanjanja kao na slici, deluju koncentrisana sila u preseku C i
raspodeljeno opterecenje €ija je rezultanta:

Q=q-/=1-4=4KkN.

Reakcije veza se odreduju iz jednacina ravnoteZe i one su:

EX =0= H, -Fcos45" =0, (1)

EY =0= V, +V, -Fsin45’ -Q=0, (2)

EMA =0= V,-4-Q-2-Fsin45°-5=0. (3)

1 = H,=2kN, (3) = V,=45kN, (2) = V,=15kN.

Vrednosti momenata savijanja u presecima A i C su jednaki nuli, dok je vrednost momenta savijanja
u preseku B:

M, =—F%-l =-4\E%-1 = —2kNm.
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Na delu BC raspodela momenata savijanja je linearna, dok je na delu AB raspodela momenata
savijanja u obliku kvadratne parabole. Strela kvadratne parabole, koja se pri konstruisanju
dijagrama momenata nanosi na polovini raspona AB je:

_ql’ 14

8 8

Vrednosti transverzalnih sila u presecima A i C, kao i u presecima beskonaéno blizu levo i desno od
preseka B su:
T, =V, =1.5kN,

T, =V, -Q=15-4=-25kN,

= 2kNm.

NG

=V, -Q+V, =15-4+45=2kN, ili Td-Fsm45°-2x/——=2kN

Izraz za transverzalnu silu u proizvoljnom preseku na delu nosaca AB, na rastojanju x od oslonca A
je:
T(x)=V,-q'x=15-1-x=15-x.

Transverzalna sila je, dakle, na delu AB, linearna funkcija koordinate x. Dijagram transverzalnih
sila je prava i da bi se nacrtao potrebno je poznavati vrednosti transverzalnih sila u presecima

T,iT,. Na prepustu vrednosti transverzalnih sila u svim presecima imaju iste vrednosti pa na tom
delu dijagram transverzalnih sila ima pravougaoni oblik.

Na celoj gredi normalna sila ima konstantnu vrednost:
N, =N, =N =N = -2kN,
Sto znaci da je greda pritisnuta i da dijagram aksijalnih sila na gredi ima pravougaoni oblik.

Maksimalna vrednost momenta savijanja se nalazi u preseku u kome je transverzalna sila jednaka
nuli (u slu€aju jednakopodeljenog opterecenja), ili menja znak (presek u kome deluje koncentrisana
sila). Da bi se odredilo mesto i veli¢ina maksimalnog momenta savijanja (opasan presek) potrebno
Je izraz za transverzalnu silu izjednaciti sa nulom:

Tx)=V,-q'x=15-1"x=15-x=0 = x=1.5m.

Maksimalni moment savijanja je u preseku na rastojanju x=1.5m od oslonca A. Velifina
maksimalnog momenta savijanja se odreduje zamenom x=1.5m u izraz za moment savijanja u

proizvoljnom preseku na delu nosaca AB:
2 2

X X X
M(x)=V, - x-q'x—=15x-1—=1.5x ——,
(x)=V,x-q 2 2 2

1.5 1.5

M_ =M =V,15- q15——1515—1157=1125kNm

max x=1.5m

Vrednost momenta savijanja nad osloncem B je 2kNm, §to znaci da je opasan presek u B.
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2. Za datu gredu i opterecenje odrediti:
- reakcije oslonaca;
- dijagrame sila u presecima M, T i N;
- poloZaj i veli¢inu maksimalnog momenta savijanja.

F=20kN, F,=50kN,
qi=20kN/m, ¢;=40kN/m. .

. q i
r— L Y T Y Y Y T T L B
A
C‘Zm ‘ 4m lD 8m |
] F, |
. a ¢ @ e
F
L, WKL <
C A i D X A HB
VA VB T
adi| o
, N I
=== T
g i SE
8N§\
] - |s

=]

Na gredu sa prepustom deluju dve koncentrisne sile u preseku C i D, kao i dva raspodeljena
opterecenja Cije su rezultante:

Q,=q,[,=20-4=80kN, Q,=q, l,=40-8=320kN.

Jednacine ravnoteZe glase:

2X=0:>—HB+F,=0 M
Y Y=0=V,+V,-E-Q-Q,=0 ()
EMB=0:>—VA-12+F2-8+Q,-10+Q2-4=0. 3)

ReSavanjem jednacina ravnoteZe dobijaju se reakcije veza:
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(1) = H, = 20kN,

(3) = V, =206.67kN,

(2) = V; =243.33kN.

Vrednosti momenata savijanja u presecima B, i C su jednaki nuli, a takode i u preseku A jer levo od
preseka nema sila koje imaju projekciju upravnu na osu nosaca, dok je vrednost momenta savijanja
u preseku D:

M, =V, -4-Q,-2=206.67-4-80-4=666.67kNm.

U poljima AD i DB je paraboli¢na raspodela momenata savijanja. Strele ovih parabola su:

2 A2
f, =M=M=4OkNm,
8 8
2 Q2
f2=%=40 5 320kNm.

Transverzalne sile na delu CA su jednake nuli, dok su vrednosti transverzalnih sila u presecima
beskonacno blizu desno od preseka A, beskonacno blizu levo i desno od preseka D, kao i u B:

T’ =V, =206.67kN,

T, =V, -Q, =206.67 —80 = 126 67kN,

T! =V, -Q, -F =206.67-80-50 = 76 67kN,
T, = -V, = —243.33kN.

Raspodela trensverzalnih sila u poljima AD i DB je linearna, a opasan presek treba ocekivati u polju
BD na mestu gde je transverzalna sila jednaka nuli. Da bi se odredilo mesto maksimalnog momenta
treba napisati izraz za transverzalnu silu u funkciji koordinate x, koja je u ovom zadatku definisana
od tacke B, i izjednaciti ga sa nulom:

T(x)=Vy —q, x=0,

24333-40-x=0 = x=6.08m.

Izraz za moment savijanja na delu BD u funkciji promenljive x glasi:
2

M(x) =V, X -q, -x-% = 243 33x -20"7.

Maksimalni moment savijanja je u preseku na rastojanju x=6.08m:

M, =M _ g, =243.33-6.08-40-6.08 -6‘—28 — 740kNm.

U svim presecima grede normalna sila ima istu vrednost:

N. =N, =N4 =N =N¢ =N}, = —20kN,
pa je dijagram normalnih sila u obliku pravougaonika.
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3. Za datu gredu sa prepustom i optereCenjem odrediti reakcije oslonaca i dijagrame sila u
presecima M, T'i N.

M=80kNm, q,=5kN/m, q,=10kN/m.

q 9
o atbeaborbebbbieesnsy bbb bbb v L
A 4m ¢ 6m _&32111 b
Cp | o q| |
| f M
o VT i L O
H, AA C V. B D
VA

54

N=0 @

Rezultante kontinualnih opterecenja su:
Q,=q, "[,=5-4=20kN,

Q,=q, [,=10-6=60kN.

Jednacine ravnoteZe glase:

Y X=0=-H, =0, o
2Y=0:>VA+VB—Q,—Q2=0, (2)
EMA=0:>VB-10—Q,-2—Q2-7—M=0. 3)

Reakcije veza su:
(1 = H,=0kN, (3 = V,=54kN, (2) = V, =26kN.
Raspodele momenata savijanja na delovima AC i CB su u obliku parabola drugog reda. Strele
parabola su:
2 2 2 2
G5 gouNm, £, =d2h 106 s,
8 8 8 8
Vrednosti momenata savijanja u karakteristicnim presecima su:

f, =
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M, =0,

M. =V, 4-Q,-2=26-4-20-2 = 64kNm,

M; = -M = -80kNm,

M, =-M = -80kNm.

Vrednosti transverzalnih sila u karakteristi¢nim presecima su:

T! =V, =26kN, T.=V,-Q, = 6kN,

T, =V, -Q, -Q, = 26-20-60 = —54kN,

Tg =0, T, =0.

Normalne sile u svim presecima su jednake nuli jer nema poduZnih sila na nosacu.

4. Za dati nosa¢ i optereCenje odrediti dijagrame sila u presecima, kao i mesto i veli¢inu
maksimalnog momenta savijanja.

45°
A R C """""”""’8”3 ””” D
2m | 4m | 2m
\ | | .
T, 1Q F,

Rezultanta kontinualnog opterecenja je:
Q=q-l =20-4=80kN.

54



Jednacine ravnoteZe glase:

Y X =0=-H, +F cos45° =0, ()
Y Y=0= V, +V, -F sin45°-F -Q =0, )
EMA=0:>VB-6—Q-4—F, sin45°-2-F, -8 =0, 3

a reakcije veza su:
(1) = H; =60kN,
(3) = V; =110kN,
(2) = V, =50kN.
Vrednosti momenata savijanja u karakteristicnim presecima su:
M, =0,
M. =V, -2=50-2 =100kNm,
M; =-F, -2 =-20-2 = -40kNm,
M, =0.
Raspodela momenata savijanja na delu CB je u obliku parabole drugog reda. Strela parabole je:
ql>  20-4
e

Vrednosti transverzalnih sila u karakteristi¢nim presecima su:
T, =V, =50kN,

f= = 40kNm.

T =V, =50kN, T’=V, F[—SO 60ff=—10kN

NG

=VA—F——Q 50 - 60f[—80=—90kN, T! = F, = 20kN,

T, = F, =20kN.

Vrednosti normalnih sila u karakteristi¢nim presecima su:
N, =0,

N, =0,

£ - —60«/7\/7

\ P —~= = —60kN,

N}, = -H, = —60kN,

Ng =0.

Maksimalna vrednost momenta savijanja se nalazi u preseku u kome je transverzalna sila jednaka
nuli (u slu€aju jednakopodeljenog opterecenja), ili menja znak (presek u kome deluje koncentrisana

sila). Maksimalni moment je u preseku C, §to je oCigledno sa dijagrama momenata savijanja i
njegova vrednost je M,,,=100kNm.
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5. Za dati sistem i optereCenje odrediti:
- sile veze i reakcije oslonaca;
- dijagrame M, T i N sila u presecima.

F,=22kN, q=8kN/m.

| 2m’ | 4m | 3m ‘
| ! ‘ |
¥ <
| q
PN i
A A BAH,
Va Vs
o SN
] N \C W,
M M
S =R ’
T el
£
+
N\;NI T - |

Gerberov nosa¢ prikazan na slici je na desnom kraju ukljeSten. Da bi se odredile reakcije
unutraSnjih i spolja$njih veza treba se osloboditi veza ¢ime se vrSi dekompozicija sistema na dva
tela.

Rezultanta kontinualnog opterecenja je Q= q-/=8-4=32kN.
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Jednacine ravnoteZe prvog tela glase:

2 X =0 = -H, +Fcos45° =0, (1)
Y Y=0=V, +V, -Fsind5° -Q=0, ()
EMB=0:>—VA-4+Q-2+Fsin45°-6=0. 3)
Jednacine ravnoteZe drugog tela su:
2X=0:>HB—HC=0, 4)

Y Y=0= V.-V, =0, ®)
EMC=0:>VB-3—MC=0. (6)

Reakcije veza su:
(1)=H; =2kN, @)=V, =19kN, (2)= V; =15kN,

(4)=H. =2kN, (5)= V. =15kN, (6)= M. =45kNm.

Vrednosti momenata savijanja u karakteristicnim presecima su:

=0, M; =0,
M, F% 2_-2«f£ 2= —-4kNm
M. = -45kNm.
Raspodela momenata savijanja na delu AB je u obliku parabole drugog reda. Strela parabole je:
f =q_812 34 o,
Vrednosti transverzalnih sila u karakteristi¢nim presecima su:
T, 1:£ - -2«f£ = _2kN,

T =—F§——2«/—£=—2kN, T! =V, -F £= 19 - 2J—£—17kN

T, = -V, = -15kN, T¢ =-V, =-15kN,
T. = -V, = —15kN.

Vrednosti normalnih sila u karakteristi¢énim presecima su:

N

N, F———2«f——-2kN
N, = N =-F§=-2J§%=-2kN

Nj, = -H, = -2kN,
N& = -H, = -2kN,
N = -H. = -2kN.
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6. Za dati sistem i opterecenje odrediti:
- analitickim putem reakcije oslonca,

- nacrtati dijagrame presecnih sila M, T 1 N.

Fi=10|2 kN, q=10kN/m.

20

[l =
—_ —_

+

N=0

Konzolni nosa¢ je optere¢en koncentrisanom silom i kontinualnim opterecenjem ¢ija je rezultanta:

Q=q-I=10-2=20kN.

Jednacine ravnoteZe glase:

EX =0 = H, +Fcos45° = 0, 1)
2Y=0:>VA-Fsin45°-Q=0, ()
EMA =0=M, -Q-3-Fsind5°-1=0, 3
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a reakcije veza su:

(1 = H, =-10kN,
(2) = V, =30kN,
3) = M, =70kNm.

Vrednosti momenata savijanja u karakteristicnim presecima su:

M, = -70kNm,

M, =-Q-2 =-20-2 = ~40kNm,
M, = -Q-1 = —20kNm,

M, =0.

Raspodela momenata savijanja na delu CD je u obliku parabole drugog reda. Strela parabole je:
_al’ 102"
8

SkNm.

Vrednosti transverzalnih sila u karakteristi¢nim presecima su:

T, =V, =30kN,

T, = V, =30kN,

Ty = Q=20kN,

T, = T¢ = Q=20kN,
T, = 0.

Vrednosti normalnih sila u karakteristi¢nim presecima su:
N, =-H, =-(-10) = 10kN,

Ny =-H, =—(-10)=10kN,

N¢ =0,
NL =N¢ =0,
N, =0.
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7. Za gredu opterecenu datim silama odrediti:
- analiti¢kim putem reakcije veze,
- nacrtati staticke dijagrame,
- odrediti maksimalni moment savijanja.

F, F2 F=10kN, F,=4kN.

| 4m 4m | 2m
| — | —
F, q F,
B Y y
H. 1
Va Vs

Jednacine ravnoteZe glase:

2X=0:>—HA=0, 1)
Y Y=0=V,+V,-E-F =0, ()
EMA=0:>VB-8—F,-4—F2-10=0. 3)

Reakcije veza su:

(1 = H,=0kN, 3 = V;=10kN, (2) = V, =4kN.

Vrednosti momenata savijanja i transverzalnih sila u karakteristi¢nim presecima su:
M, =0, M.=0, M, =V, 4=4-4=16kNm,

M; =-F,-2=-4-2=-8kNm,

T, =V, =4kN, T/ =V, =4kN, T’=V, -F =4-10=-6kN,
T,=V,-E=4-10=-6kN, T =F =4kN, T.=F =4kN.

Vrednosti normalnih sila su jednake nuli u svim presecima grednog nosaca.
Maksimalni moment savijanja je na mestu delovanja sile F; §to je oCigledno iz dijagrama momenata
savijanja i iznosi 16kNm.
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8. Za dati nosac i opterecenje odrediti:
- dijagrame sila u presecima M, T i N;
- mesto i veli¢inu maksimalnog momenta savijanja.

T F=10kN, F,=20kN, q=10kN/m. .
v - g}
Ny F, 2R
1m
e
AN
— = \ \ z
Q=q I=40kN qQ F -
M, | De——
H, \ VI
A AB C
L F

& 10
‘Jr - ‘ HIO
N=0
_
Jednacine ravnoteZe glase:
2X=0:>HA—F,=0, M
2Y=0:> V,+E -Q =0, ()
EMA=0:>MA—Q-2+F2-4+F,-1=0. 3
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Reakcije veza su:

(1) = H, =10kN,

(2) = V, =20kN,

3) = M, =10kNm.

Vrednosti momenata savijanja u karakteristicnim presecima su:
M, =10kNm,

M, =F-1=10-1=10kNm,
M! =F-1=10-1=10kNm,
M! =F -1=10-1=10kNm,

M, =0.
Raspodela momenata savijanja na delu CD je u obliku parabole drugog reda. Strela parabole je:
2 42
£=90 104 ookNm,
8 8

Vrednosti transverzalnih sila u karakteristi¢nim presecima su:
T, =V, =20kN,

T, =V, -Q=20-40 = -20kN, T; =0,

T, =0, T¢=-F =-10kN,

T, = -F = -10kN.

Vrednosti normalnih sila u karakteristi¢nim presecima su:
N, =-H, =-10kN,

Nj, =-H, =-10kN, N¢ =-F =-10kN,

N, =-H, =-10kN, NZ=0,

N, =0.

Da bi se odredilo mesto i veli¢ina maksimalnog momenta savijanja (opasan presek) potrebno je
izraz za transverzalnu silu izjednaciti sa nulom:

T(x)=V, -q-x =0,

20-10-x=0 = x=2m.

Maksimalni moment savijanja je u preseku na rastojanju x=2m od oslonca A. Veli¢ina maksimalnog

momenta savijanja se odreduje zamenom x=2m u izraz za moment savijanja na delu nosaca AB:
2

M(x) = M, +V, -x—q-x-§=10+20x—10%,

max

M, =M, =10+20-2-10-2-%= 30kNm.
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9. Za dati nosac i opterecenje:
- odrediti rastojanje / izmedu oslonaca iz uslova da maksimalni moment savijanja izmedu

oslonaca A i B bude jednak po apsolutnoj vrednosti sa momentom savijanja iznad
oslonackih preseka;

- za slu€aj da je /=5m nacrtati dijagrame unutraSnjih sila M i T i odrediti mesto opasnog
preseka u nosacu.

F=20kN, q=16kN/m.

| 0.8/
\

=

=]

40

Iz jednacina ravnoteZe mogu se odrediti vertikalne komponente reakcija veza:
Y Y=0= V,+V,-F-F-Q=0, )

EMA=0:> VB-l—Q-é+F-0.8l—F-(0.8l+l)=0. (2)

)=V, = F+%, )=V, =F+%,

I
V, =V, =20+%=20+8l.
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Maksimalni moment savijanja izmedu oslonaca A i B je na sredini grede zbog simetricnog
oslanjanja i opterecenja i iznosi:

[ [l

!
Mg =V, a0 - F(0.8/+0.51) = (20+8/)

5—212 -20-131=21"-16l, (3)

a moment iznad oslonackog preseka je:

M, =-20-08/=-16/. (4)

Izjednacavanjem izraza (3) sa apsolutnom vrednoS¢u momenta u preseku iznad oslonca dobija se:

M, =|M,|=2/*-16[ =16/ = I=16m.

Za sluc¢aj da je [=5m reakcije veza su:
16-5
V, =V, =20+T= 20 + 40 = 60kN,
a momenti savijanja u karakteristi¢nim presecima su:
M. =M, =0,

! 11 5 2.5
M.=V, - —-q-—-F(0.8/+0.5]) =60=-16

-20-6.5=-30kNm,
M, =M; =-20-0.8-5=-16-5 = —-80kNm.

Vednosti transverzalnih sila u karakteristicnim presecima su:

T. = -F = -20kN,

T, = —F = —20kN,

T! = -F+V, = —20+ 60 = —40kN,

T, = F—V, =20-60 = 40kN,

Ty = F=20kN,

T, = F=20kN.

Opasni preseci su A i B u kojima je vrednost momenta savijanja najveca i iznosi 80kNm
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10. Za dati nosac i opterecenje:
- analitickim putem odrediti otpore oslonaca;

- nacrtati u pogodnoj razmeri dijagrame unutrasnih sila M, T i N;
odrediti vrednost momenta savijanja u opasnom preseku.

F,=20\2kN, F,=10kN, q,=10kN/m, q,=15kN/m.

20

46.67

(=3 (=3
e L]

Rezultante kontinualnih opterecenja su:

Q,=q, -/,=10-2=20kN,

Q,=q, [,=15-4=60kN.

Jednacine ravnoteZe glase:

2X=0:>—HA+FICOS450=0, @
2Y=0:>VA+VB—F,sin45°—F2—Q,—Q2=0, )
EMA =0=V, 6-EFEsin45°-2-F-8+Q,-1-Q,-4=0. (3)
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Reakcije veza su:
(1) = H, =200kN,

(3) = V;=56.67kN,
(2) = V, =5333kN.

Vrednosti momenata savijanja u karakteristicnim presecima su:
M. =0, M; =0,

M, =-Q,1=-20-1=-20kNm,

M; =-F -2=-10-2 = -20kNm,

M, =-Q,-3+V, -2=-20-3+53.33-2 = 46.66kNm.

Raspodele momenata savijanja na delovima CA i DB su u obliku parabola drugog reda. Strele
parabola su:

2 By 2 .42
UL L AE AN S L Sl S TR
g8 8 8 8

Vednosti transverzalnih sila u karakteristicnim presecima su:
T. =0,

T, =—Q, =—20kN, T{=-Q, +V, =-20+53.33=3333kN,
T = —Q, +V, =-20+53.33 = 33.33kN,

2

Ty =-Q+Vy-F-= -20+53.33-20\/§% ~13.33kN,

T, =F, -V, =10-56.67 = -46.67kN,
T! = F, = 60kN,
T, = F, = 60kN.

Vednosti normalnih sila u karakteristiCnim presecima su:
N. =0,

N, =0, N¢ =H, =20kN,

N, =H, =20kN, N¢ =0,

N, =0, Ni&=0,

N; =0.

Da bi se odredilo mesto i veli¢ina maksimalnog momenta savijanja (opasan presek) potrebno je
izraz za transverzalnu silu izjednaciti sa nulom:

Tx)=E, -V; +q, ' x =0,
10-56.67+15-x=0 = x=3.1lm.
Veli¢ina najve¢eg momenta savijanja je:

M(x) = -F, - (24x)+V, - x - q, -x% = -10-(2+x)+56.67-x-15-x%,

M, =M =-10-(2+3.11)+56.67-3.11-15-3.11-3‘—2”=52.5kNm.

max ~ ' x=3.11
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11. Odrediti duZinu prepusta "a" iz uslova da oslonacki momenti savijanja budu jednaki po
apsolutnoj vrednosti sa momentom savijanja u sredini raspona grede, a zatim nacrati dijagrame
unutrasSnjih sila M i T u pogodnoj razmeri.

q
c A B D
i a ‘\ / | a | TT |
M M
I lql laa N N N
qa q q
! L d ! [
iy b T
IN DR E AB
Vi Vi
| a | 12 | 12 | a |

Iz jednacina ravnoteZe mogu da se odrede vertikalne komponente reakcija veza:

> Y=0= V,+V,-qa-qa-ql =0, (1
l a a
M, =0= V,l-ql-—+qa-—-qa-[l+=|=0. 2
M, =0=V, q2+qa2qa( 2) )
ql

2),H=V, =V, =qa+?.

Moment savijanja na sredini grede izmedu oslonaca A i B je:
l 11 [ a q\! I’ [ a > qa
M, =V, —q——-q|=+=|=|qa+—|=--q—-qa'|=+=|=q—-—, (3
s Vegary e g (@ e e G et @
a moment iznad oslonackog preseka je:
2
a
M, =-3%

2
Izjednacavanjem izraza (3) sa apsolutnom vrednoS¢u momenta iznad oslonca dobija se:
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2 2 2
M, =|MA|:>i_qi=qi:>a=£‘
5 8

2 2 4
Zamenom a=¥ u (3) i (4) dobija se:

2

2 2
q q
M,=M,=-—+, M;=-——".
S T 16
Vednosti transverzalnih sila u karakteristicnim presecima su:
T. =0,

N2

T, =‘¢1‘a=—qT’ T =-q-a+V, =-

W2 W2 al_ al

Ty =q-a-Vy =4 -

NG

4 k)

4 2

4 2 2

k)

Ty =q-a=q
T, =0.
Strele parabola su:

2 2 2
¢ =i £ qa q!

g8 ' 8 64
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12. Za dati nosac i opterecenje odrediti:
- reakcije oslonaca;
dijagrame sila u presecima M, T i N;
mesto i veli¢inu maksimalnog momenta savijanja.

T

I Y
=

M

q=3kN/m, F,=10kN, F.=5kN. ™~
N

i }Q F, F
A [Ty
TR C B D
Va VBT
f \tf’:\\;c

14
14

Rezultanta kontinualnog opterecenja je:
Q=q-/=3-4=12KkN.

Jednacine ravnoteZe glase:

2X=0:>—HA=0, (1)
2Y=0:>VA+VB—E -E -Q=0, ()
EMA=0:>VB-6—E-4—F2-10—Q-2=0, 3)

a reakcije veza su:

()= H, =0kN, (3)= V, =19kN, (2)= V, =8kN.
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Vrednosti momenata savijanja u karakteristicnim presecima su:
M, =0, M,=0,
M.=V,4-Q-2=8-4-12-2=8kNm,
M; =-F, -4 =-5-4 = -20kNm.
Strela parabole u polju AC je:

2 42
£ ql” _ 3-4

8 8

= 6kNm.

Vednosti transverzalnih sila u karakteristicnim presecima su:

T, =V, =8kN,

T, =V, -Q=8-12=-4kN, T =V, -Q-F =8-12-10=-14kN,
T, =F, -V, =5-19=-14kN, T; =F, = 5kN,

T, =F, = 5kN.

Mesto maksimalnog momenta dobija se iz uslova da je transverzalna sila jednaka nuli:
T(x)=V, -q-x=0,

8-3-x=0 = x=2.667m.

Veli¢ina najve¢eg momenta savijanja je:

2

X X
MX)=V, ' x-q'x—=8x-3—,
(x) =V, q-x- 2

M, =M., =8-2.667-3-2.667-22%7 _10.66kNm.
: 2

max
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13. Za datu gredu i opterecenje odrediti:
- reakcije oslonaca;
- dijagrame sila u presecima M, T i N;
- poloZaj i veli¢inu maksimalnog momenta savijanja.

T

el
|

&

q=10kN/m, F=20kN, M=50kNm.

41.25

N=0

Rezultanta kontinualnog opterecenja je:
Q=q-/=10-4=40KkN.
Jednacine ravnoteZe glase:

2X=0:>HB=0, @
2Y=0:>VA+VB—F—Q=0, (2)
EMB=0:>—VA-8—F-2+Q-2—M=O, (3)
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a reakcije veza su:

(I)= H, = 0kN,
(3)=V, =-125kN,
(2)=V, =6125kN.

Vrednosti momenata savijanja u karakteristicnim presecima su:
M, =0, M,=0,
M. =V, -4 =(-125) 4 = -5kNm,
M; =-F-2=-20-2 = —-40kNm.
Strela parabole je:

2 42
o ql” _10-4

8

= 20kNm.

Vednosti transverzalnih sila u karakteristicnim presecima su:
T, =V, =-125kN,

T, =V, =-125kN, T =V, =-125kN,
T, =F-V, =20-61.25=-4125kN, T =F =20kN,
T, = F = 20kN.

Trasverzalna sila nema nultu vrednost u polju CB, pa moment nema ekstremnu vrednost u polju. Sa
dijagrama momenata je ocigledno da je opasan presek u C gde je najveéa vrednost momenta
savijanja od 45kNm.
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14. Za datu gredu i opterecenje odrediti:
- reakcije oslonaca;
- dijagrame sila u presecima M, T i N;
- poloZaj i veli¢inu maksimalnog momenta savijanja.

F=30kN, F,=10kN, q,=20kN/m, q,=5kN/m.

F,

Qi %@
ﬁ“mmmlHHUHUNUQV%_MMH%

) i 8m - 4m i

N_I\G BM_N @ i Q b i Q
T AR IRIRN N NI RN N ROINY rreys Freerers) H

A A C F B A

\A ' Vs

10
10

Rezultante kontinualnih opterecenja su:
Q,=q, -[,=20-8=160kN, Q,=q,-l,=5-4=20KkN.
Jednacine ravnoteZe glase:

2X=0:>HB—F2=0, )]
YY=0=V,+V,-F-Q-Q, =0, 2)
EMA=0:>VB-12—E-8—Ql-4—Q2-10=0, 3)

a reakcije veza su:
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(1)=H, =10kN,
(3) =V, =90kN,
(2) =V, =120kN.

Vrednosti momenata savijanja u karakteristicnim presecima su:

M, =0, M,; =0,

M. =V, 8-Q,-4=120-8-160-4 = 320kNm.

Raspodele momenata savijanja na delovima AC i CB su u obliku parabola drugog reda. Strele

parabola su:

i 208 coenm, £, = 32h 54
8 8 ) 8

=10kNm.

f, =

Vednosti transverzalnih sila u karakteristicnim presecima su:
T, =V, =120kN,

T, =V, -Q, =120 -160 = —40kN,

T¢ =V, -Q, -F =120-160 -30 = ~70kN,

T, = -V; = -90kN.

Maksimalna vrednost momenta savijanja se nalazi u preseku u kome je transverzalna sila jednaka
nuli. Da bi se odredilo mesto i veli¢ina maksimalnog momenta savijanja (opasan presek) potrebno je
izraz za transverzalnu silu izjednaciti sa nulom:

T(x)=V, -q,"x =0,

120-20-x=0 = x=6m.

Maksimalni moment savijanja je u preseku na rastojanju x=6m od oslonca A. Njegova vrednost se
dobija zamenom x=6m u izraz za moment savijanja na delu nosaca AC:

M(x) =V, *x - q, -x%=120-x-20-x%,

M_=M_, = 120-6—20-6-% = 360kNm.

max
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15. Nacrtati dijagrame sila M, T, i N 1 odrediti mesto i veli¢inu maksimalnog momenta savijanja na

delu AC grede.
i
M M
q=5kN/m, g;=10kN/m, M=12kNm. N (" N
1 N
M T
94 O
N R
AN C
| 4m | 4m
! |
|
| Q M
s '
I e el
Y 5 C
X
Va
x:1.576© “
Z "
= e ——
N=0
Rezultante kontinualnih opterecenja su:
Q,=q, -[,=5-4=20kN,
Q,=q, ',=10-3=30kN.
Jednacine ravnoteZe glase:
2X=0:>HA=0, @
FY=0=V,+V,-Q-Q, =0, 2)
EMA=0:>VB-8—Q,-2—Q2-9.5—M=0. 3)

Reakcije veza su:
(h=H, =0,

(3) =V, = 42.13kN,
(2)=V, =7.88kN.
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Vrednosti momenata savijanja u karakteristicnim presecima su:
M, =0, M,=0,

M. =V, 4-Q,-2=7.88-4-20-2 = -8.5kNm,
M! =V, 4-Q,-2+M =7.88-4-20-2+12 = 3.5kNm
M, =-Q,1.5=-30-1.5 = -45kNm.

Raspodele momenata savijanja na delovima AC i BD su u obliku parabola drugog reda.
Strele parabola su:
q,5,° 10-3°

2 42
o9 S oem, £, =% 10T s,
8 8 8 8

Vednosti transverzalnih sila u karakteristicnim presecima su:

T, =V, =7.88kN,

T. =V, -Q, =7.88-20=-12.12kN, T¢ =V, -Q, = —12.12kN,

T, =Q, -V, =30-42.13 = —12.12kN,

Ty =Q, =30kN

T, =0.

Maksimalna vrednost momenta savijanja se nalazi u preseku u kome je transverzalna sila jednaka

nuli. Da bi se odredilo mesto i veli¢ina maksimalnog momenta savijanja (opasan presek) potrebno je
izraz za transverzalnu silu na tom delu nosaca izjednaciti sa nulom:

T,=V, -q-x=0,
788-5x=0=x=1.576m.

Vrednost maksimalnog momenta na delu nosaca AC se dobija zamenom x=1.576m u izraz za
moment savijanja:

M(x)=VA-x—q-x-§,

M_ o = 788157651576 2210 _ 6 2kNm.
' 2

Sa dijagrama momenata savijanja se vidi da je po apsolutnoj vrednosti ve¢i moment nad osloncem
B, od 45kNm, pa je to presek B opasan presek.
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16. Za gredni nosac¢ i optereCenje odrediti:
- analiti¢kim putem reakcije veza;
- dijagrame sila u presecima M, T i N;
- maksimalni moment savijanja posebno na gredi ABC, a posebno na gredi CD.

F=42 kN, M=8kNm, q=8kN/m.

| 4m ‘ 2m | 4m |
| \ \ \
F
M C
450 <\ P Hec
B
VA VB V
C | Q
! q
Hc g
g o .
i c B
N Ve \A
—————————— T - \/

10

Rezultanta kontinualnog opterecenja je
Q=q-/=8-4=32kN.
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Prvo treba odrediti reakcije veza iz jednacina ravnoteZe:
- ravnoteZa tela ABC:

2 X =0 = -H.+Fcos45° = 0, 1)
Y Y=0=V, +V, +V.-Fsind5’ =0,  (2)
EMA=O:>VB-4+VC-6—M=O, 3)
- ravnoteza tela CD:
2X=0:>HC—HD=0, 4)
2Y=0:>VD—VC—Q=0, 5)
EMC=O:>VD-4—Q-2=O. (6)

Reakcije veza su:

(6) =V, =-16kN, (5)=V, =16kN, (1)=H. =4kN,
(4)=H, =4kN, @)= V;=26kN, (2)=V, =-6kNm.
Vrednosti momenata savijanja u karakteristicnim presecima su:
M, =0, M,=0, M.=0,

1B 7

= Vi 4-F==-4= (=6)-4- 4f—4_-40kN

b 7

=V, 4-F= 44 M= (-6)-4- 4f— -4 +8 = —32kNm.

Vednosti transverzalnih sila u karakterlstlcmm presecima su:

: 7

T, =V, -F==_6- 4f——-10kN

=V, —Fg= -6-4J§£=-1OkN,
2 2

T¢ = Vi -F+Vy =6~ 4f—+26_16kN
Tt =-V. =—(-16)=16kN, T =-V,=-(-16)=16kN, T, =-V, =-16kN.

Vednosti normalnih sila u karakteristiCnim presecima su:

N, 1:£ - -4f£ = —4kN,
N = —F% = -4&% = —4kN, N = —Fg = -4&% = —4kN,

N =-H. =-4kN, N{=-H.=-4kN, Nj =-H, =-4kN.

Maksimalni moment savijanja na gredi ABC je 40kNm po apsolutnoj vrednosti, $to je ocigledno na
osnovu dijagrama momenata savijanja. Na delu CD transverzalna sila se linearno menja i pri tome
menja znak, tj. u jednom preseku je jednaka nuli.

Taj presek je na sredini grede CD, jer su iste vrednosti transverzalne sile u presecima C i D. Strela

2 42
parabole u dijagramu momenta savijanja je f = % = 84

=16kNm, $§to je ujedno maksimalna

vrednost momenta savijanja na gredi CD.
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